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CUVANT-INAINTE

Prezenta lucrare este structurata in trei capitole.

Primul capitol reuneste principalele tipuri de constructii geometrice auxiliare
utilizate in rezolvarea problemelor, incluzand si constructii realizate exclusiv cu rigla
negradata, probleme cu legaturi, tipuri deosebite de probleme, precum si exercitii
propuse la diverse olimpiade de matematica. Tot aici sunt selectate cateva dintre cele
mai reprezentative probleme, insotite de solutii elementare.

In capitolul al doilea sunt prezentate teoreme si proprietéti esentiale, alaturi de
aplicatiile lor practice. O parte dintre problemele din primul capitol sunt reluate, fiind
rezolvate prin intermediul acestor teoreme. De asemenea, sunt incluse exemple
suplimentare de constructii geometrice realizabile doar cu rigla negradata.

Capitolul al treilea este dedicat unor configuratii geometrice deosebite: puncte
conciclice, puncte coliniare si drepte concurente. Tot aici sunt analizate puncte, drepte
si cercuri celebre din geometria triunghiului, utile in abordarea si rezolvarea
problemelor.

Lucrarea poate fi utilizata si ca o mica culegere de probleme. Cititorul este incurajat
sd Incerce mai Intai rezolvarea acestora pe cont propriu, iar apoi sa compare solutiile
proprii cu cele prezentate in lucrare.



CAPITOLUL I

CONSTRUCTII GEOMETRICE AUXILIARE

A. Constructii geometrice auxiliare
A.l. Constructia unor unghiuri ajutdtoare — problemele: 1, 2, 4, 8, 43, 24, 52, 42
A.2. Constructia unor triunghiuri echilaterale — problemele: 1, 9, 12, 13, 14
A.3. Constructia unor perpendiculare — problemele: 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 15, 16,

39, 40, 41, 48

A.4. Constructia unor triunghiuri isoscele — problemele: 9, 11, 13, 43
A.5. Prelungirea unor segmente — problemele: 13, 15, 16, 17, 32, 33, 34, 50
A.6. Folosirea mijloacelor unor segmente — problemele: 13, 18, 31, 33, 39, 49
A.7. Constructia unor paralele — problemele: 19, 20, 21, 23, 34, 51
A.8. Constructia cercului circumscris unui triunghi — problemele: 20, 38, 35, 46
A9. Prelungirea medianei cu un segment congruent cu ea — problemele: 21, 23, 28

A.10. Constructia unor patrate — problemele: 52, 17

B. Constructii geometrice efectuate numai cu rigla negradatd (partea I) — problemele:

22,23

C. Probleme cu legaturi — problemele: 9, 10 si 11; 20, 23 si 24; 21, 25 5i 26

D. Tipuri deosebite de probleme — problemele: 39, 40, 41, 51

E. Probleme date la diverse olimpiade — problemele: 43, 44, 45, 47
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1. Fie triunghiul ABC in care AB = AC si «+BAC =20°. Se considerd E € AB, D € AC,
astfel incat «ACE = 30° si «tABD =20°. Aflati masura unghiului BDE.
Solutia 1: A
Construim «FBC, F € AC, astfel incat «FBC = 20°.

Din AB = AC — tABC = ¢ACB = 20 —*4 _180°-20° 160

- 80%

2 2 2
#BFC = 180° — (20° + 80°) = 180° — 100° = 80° = «BFC = «BCF =
— BF=BC. (1) D
#BCE = 80° — 30° = 50° = «BEC = 180° — (50° + 80°) = 50° =  E
= «BEC = +BCE = BE = BC. (2) .

Din (1) si (2) = BE = BF. (3) «EBF = 80° — 20° = 60°. (4)
Din (3) si (4) = AEBF este echilateral = EF = BF. (5) B C
«DBF = 80° — (20° + 20°) = 40°; «BFD = 180° — 80° = 100°;

«BDF =180° - (40° + 100°) = 40° = «DBF = «BDF = «DBF.

Din «BDF = «DBF = BF =FD. (6)
Din (5) si (6) = FD = EF. (7) Din AEBF echilateral = «BFE = 60°.
Deci «EFD = 180° — (60° + 80°) = 40°.

180°—«EFD _ 180°-40° _

Din (7) = «FED = «FDE = «FDE = 70°.

Deci «BDE = «FDE — «BDF =70° — 40° = 30°.

Solutia 2:

Construim triunghiul echilateral ACF, cu AB in interiorul
unghiului CAF.

Notam CE N AF = {I}.

Ducem DL L AB, L € AB si notam DC n CI = {H}.

Din «ACE = 30° = ClI este bisectoare in triunghiul echilateral
ACF = (I este Indltime si mediana.

Deci CI L AFsiIA=1IF.

DinIA=IF=1IA= AP _AC_ ﬁ 1)

2 2 2

Din «BAD = «ABD =20° = DA = DB. Din DA =DB, DL 1L AB= AL=LB, +ADL =

= «BDL.

Din AL=LB = AL = %. (2) Din (1) si (2) = AL = IA. 3)

140°

«ADB =180° — (20° + 20°) = 140°; «+ADL = «BDL = =70°.

Din CI L AF si DL 1 AB = «AIH = +«ALH =90°.
Din «AIH = «ALH =90°, Al= AL, AH = AH = AAIH = AALH = «IAH = «LAH.
«IAL = 60° - 20° = 40°.
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Deci «+LAH = «LAD =20° = «LAH = «LAD.

In AHAD avem «LAH = «LAD, AL 1 HD = AH = AD.

Din AH=AD, AL 1 HD = LH=LD.

DinLH=LD,EL 1 HD = EH=ED.

Din EH = ED = «EDH = «EHD.

In AEIA avem «AIE = 90° = «AEI = 90° — 40° = «AEI = 50°.

In AELH avem «ELH = 90° = «EHL = 90° — 50° = «EHL = 40° = «EHD = 40° =
= «EDH = 40°.

Dar «BDE = «BDL — «+EDH =70° — 40° = 30°.

Solutia 3:

Construim triunghiul echilateral ABF, cu AC in inte- A
riorul unghiului BAF.

Notam FD n AB = {I}; notam intersectia dintre ED si
bisectoarea unghiului DAF cu L si AL N FI = {H]}. ik

Din «BAD = «ABD =20° = DA = DB. (1) E 7‘

Din AABF triunghi echilateral = FA = FB. (2) ' »

Din (1) si (2) = FD este mediatoarea lui AB = [IA =IB si A‘
FI L AB. B ¢

Din AABF triunghi echilateral, FI 1 AB = «AFI = «BFI = «AFI = «BFI = 30° =
= «AFH =30° = «ACE = «+AFH.

Din AH bisectoarea unghiului DAF = «DAH = «HAF; «DAF = 60° — 20° = 40°.

Deci «DAH = «HAF =20° = «EAC = «<HAF.

Din AB=AC, AB= AF = AC=AF.

Din «EAC = «HAF, AC = AF, «ACE = «+AFN = AEAC = AHAF.

Din AEAC = AHAF = AE = AH.

Din «EAD = «+HAD =20° = «EAD = «DAH.

Din «EAD = «HAD, AE = AH, AD = AD = AEAD = AHAD.

Din AEAD = AHAD = «AED = «AHD. (3)

Cum «AHD este unghi exterior AAHF = «AHD = «HAF + «HFA =20° + 30° =50°. (4)

Din (3) si (4) = «AED =50° = «IED = 50°. Din DI L AB = «DIE =90°.

Din «DIE = 90° = «EDI = 90° — «IED = 90° — 50° = «EDI = 40°.

«ADB =180° — (20° + 20°) = 140°.

140° _ 70°.

Din DA =DB, DI 1L AB = «BDI = +«ADI = «BDI =
Deci «BDE = «BDI — «EDI =70° — 40° = 30°.
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CAPITOLUL III
PUNCTE, DREPTE $I CERCURI

REMARCABILE

II1.1.
II1.2.
II1.3.
I11.4.
IIL.5.
IIL.6.
IL.7.
IIL.8.
II1.9.

IIL.10.
ML11.

I1.12.
II1.13.
I11.14.
II1.15.
[I1.16.
I1.17.
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Cercul lui Euler. Dreapta lui Euler

Relatia lui Euler. Inegalitatea lui Euler

Forma algebrica a inegalitatii lui Euler

Inegalitatea lui Ptolemeu. Teoremele lui Ptolemeu

Punctul izogon al unui triunghi. Punctul lui Torriceli

Punctul lui Miquel. Cercul lui Miquel

Dreapta lui Gauss

Dreapta lui Newton

Dreapta lui Simson

Punctul lui Gergonne

Cercurile exinscrise. Punctul lui Nagel. Punctele adjuncte ale Iui Gergonne.
Razele cercurilor exinscrise

Punctul lui Lemoine. Punctul lui Lemoine al unui triunghi dreptunghic
Dreapta lui Lemoine

Punctul lui Mathot

O corespondentd intre puncte si drepte in plan

Teorema lui D. Pompeiu

Teorema lui Gh. Titeica
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I11.1. CERcUL LUI EULER. DREAPTA LUI EULER

Cercul lui Euler

Intr-un triunghi oarecare picioarele inltimilor, mijloacele laturilor si mijloacele
segmentelor determinate de ortocentru si varfurile triunghiului sunt 9 puncte
conciclice. Cercul care contine aceste noud puncte este cunoscut sub denumirea de
cercul lui Euler sau cercul celor 9 puncte.

Solutie: A
Din AH’ - diametru = ¢ACA" = ABA" _ 1807 _gq0 E
2 2 P N

Din «ACA”=90°= A’C L AC.Din A’C L AC, F o)

BE L AC= A’C || BE. Din A’C || BE = A’C || BH. R
7 o C

Din AA’ diametru = «ABA’ = % = % =90°. B

Din «ABA’=90° = A’'B L AB. Al

Din A'B L AB, CF L AB= A’B || CF = A’B || CH. Fig. 1

Din A’C || BH, A’B || CH = A’BHC este paralelogram = MB = MC si MH = MA’, unde
HA’ n BC = {M}.

Din MH = MA’, OA = OA” = OM este linie mijlocie in AAA'H = OM || AH si OM =

= % Notam mijlocul segmentului AH cu S = AS = SH.

DinASESH:>SH=A—2H = SH=0M = SH = OM.

Din OM || AH = OM || SH.
Din OM || SH, SH = OM = SHMO este paralelogram.
Din SHMO paralelogram = QH = QO, QS = QM, unde OH n SM ={Q}.

In ASDM avem: «SDM =90°, QS = QM = QD = %

DinQS=QM = QS=QM = STM Deci QD=QM=QS = STM

Din HS = SA, HM = MA’ = SM este linie mijlocie in AAHA” = SM = Aj% = % =
=R = SM =R, unde R este raza cercului circumscris AABC.

Deci QD=QM=QS = g

Analog,QN=QE=QT=§§iQP=QF=QR=§. Deci QD = QF = QF = QM =

R
=QN=QP=QS=QT=QR = E’ unde D, E si F sunt picioarele indltimilor, M, N si P
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sunt mijloacele laturilor si S, T si R sunt mijloacele segmentelor determinate de
ortocentru si varfurile triunghiului, iar Q este mijlocul segmentului OH. Deci D, E, F,
M, N, P, S, T si R sunt situate pe un cerc cu centrul in Q si raza egald cu jumatate din
raza cercului circumscris triunghiului, numit cercul lui Euler.

Centrul cercului lui Euler este mijlocul segmentului OH.

Raza cercului lui Euler este jumatate din raza cercului circumscris triunghiului.

Dreapta lui Euler

Intr-un triunghi ortocentrul, centrul cercului lui Euler, centrul de greutate si centrul
cercului circumscris sunt patru puncte coliniare. Dreapta care contine aceste puncte se
numeste dreapta lui Euler.

Solutie:

Deoarece centrul cercului lui Euler este mijlocul segmentului OH, rezulta ca
ortocentrul, centrul cercului Euler si centrul cercului circumscris sunt coliniare.

Notam AM n OH = {G} (figura 1).

Din OM || AH = AOGM ~ AHGA = OM _ 06 _ %

HA HG GA

pin o - A, O _

2 GA 2 GA
o = =
1 GA+GM  2+1 AM

w(N

Din AM —mediana, G € AM si = % = G este centrul de greutate al triunghiului.

AM
Din AM N OH ={G} = G € OH.
Din Q € OH, G € OH = H, Q, G si O sunt coliniare.
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